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Los tratados de ARITMÉTICA, ÁLGEBRA,.

GEOMETRfA, TRIGONOMETRÍA Y TOPOGRA—•

FÍA, de que se compone esta obra, han
sido aprobados para texto en las Universi-
dades, Institutos y Escuelas especiales.
por el Real Consejo de Instrucción pública
y por la Junta de Profesores dei Real Ins-
tituto Industrial; por los MM. RR. Arzo-
bispos y RR. Obispos de varias diócesis.
del Reino y Ultramar; por el Gobierno Su-
perior civil de la isla de Cuba, oida la ins--
pección de Estudios; por los Jefes superio-
res de varias Repúblicas hispano-america-
nas; y últimamente por el Gobierno de.
Portugal en virtud del dictamen del Con-
sejo de Instrucción pública de S. M. F.

GEO 4" NMI&

1. Nociones preliminares. pág.

• Definición de la GEOMETRÍA.
La extension considerada en los objetos materiales.
Dimensiones de la extension: longitud, latitud y altura.
Generación de la superficie, de la linea y del panto matemá-

tico.
Can tidad y forma de la extension
Volumen, área y longitud.
Del punto matemático ó geométrico.
Lineas rectas y curvas: sus propiedades más notables.
Distancia entre dos puntos dados.
Lineas quebradas y mixtas.
Superficies planas y curvas: propiedades de unas y otras.
Superposición directa é inversa.
Superficies quebradas y mixtas.
Igualdad de dos figuras, fundada en la coincidencia de su

super posición.
Figuras planas. Curvas de doble curvatura.
Division de la Geometria .en plana y del espacio.



GEOMETRIA PLANA.

LÍNEA RECTA.

2. Ángulos. Pág. 12.

Definición del ángulo,	 •
La magnitud de un angulo no depende de la longitud de sus

lados.
Ángulos iguales adyacentes, rectos, agudos, obtusos, com-

plementarios y suplementarios.
Los ángulos adyacentes son suplementarios.
Valor de los ángulos formados al rededor de un punto.
Angulos opuestos por el vértice: su igualdad.

Perpendiculares y oblicuas. Pág. 13.

Diferentes posiciones de dos rectas sobre un plano.
Perpendiculares, oblicuas y paralelas.
Por un punto dado en una recta ó fuera de ella, no se le pue-

de trazar más que una sole perpendicular.
Si desde un punto fuera de una .recta se trazan A esta una

perpendicular, y diferentes oblicuas, la perpendicular es
más corta que todas; las oblicuas, que se separen
mente de la perpendicular, son iguales, y la oblicua que
alas se separe es la mayor

Distancia desde un Punto á una recta.
Si en el punto medio de una recta se- levanta á esta una . per-

pendicular, un punto cualquiera de la perpendicular equi-
distard de los extremos de la recta primera; y todo punto
que no sea de la perpendicular no equidistará de dichos.
extremos.

Todo punto de la bisectriz de un Angulo equidista de sus
Indos .

Lugar geométrico de un punto.

(*) Entiéndanse comprendidos en caia teorenita su recíproco y los corolarios de uno y
-ctro, puesto que el objeto del PROG mt es tan w_ile la exposición.de las ver-
(lades de la ciencia.

4. Rectas paralelas. pag. ie .

Dos rectos perpendiculares á una tercera son paralelas.
Dos rectas, una perpendicular y otra oblicua á una tercera,

no son paralelas.
Consecuencias de una y otra proposición.
Ângulos que forman dos rectas paralelas, O no paralelas,

cortadas por una secante ô transversal.
Si dos rectas paralelas se cortan por una secante, los ángulos

alternos son iguales, los correspondientes tambien lo son,
y los internos ó externos de un mismo lado de la secante
valen juntos dos rectos; y reciprocamente.

Lo contrario se verifica, silos rectas no son paralelas.
Las partes de paralelas interceptadas entre otras paralelas,
. son iguales.

Dos ángulos que tienen sus lados respectivamente paralelos,
son iguales ô suplementarios.

Lo mismo se verifica, si los lados del uno son respectiva-
men te perpendiculares á los del otro.

CIRCUNFERENCIA.

5. Definiciones g propiedades generales de la circunfe-
rencia. Peg. 19.

Definirión de la circunferencia.
Radios, diámetros, arcos, cuerdas, secantes y tangentes.
Circunferencias iguales.
Circunferencias concéntricas.
En una misma circunferencia, ó en circunferencias iguales,

se verifican las propiedades siguientes:
El diámetro es la mayor de las cuerdas.
Todo diámetro divide la circiinferencia en dos partes iguales.
A arcos. iguales corresponden cuerdas iguales.
A mayor arco corresponde maytr cuerda.
Todo diámetro perpendicular á una cuerda la divide en dos

partes iguales, y lo mismo á los arcos correspondientes; y
recíprocamente.

Las cuerdas iguales equidistan del centro; y de las desigua-
les, la mayor, se acerca más al centro.

Tres puntos que no estan en linea recta, determinan la posi-
ción de una circunferencia.
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Angulo que tiene su vértice fuera de la circunferencia y cu-
yos lados son dos secantes, una tangente y una secante, ó
dos tangentes: tiene por medida la semi-diferendia de los
arcos que abrazan sus lados.
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Si una recta y una circunferencia son tangentes, la recta será
perpendicular al radio correspondiente al punto de con-
tacto: y recíprocamente.

Por un punto dado en una circunferencia no se puede trazar
mas que una recta tangente á la misma circunferencia.

6. Circunferencias secantes y tangentes. Pág 22.

Circunferencias secantes.
Circunferencias tangentes.
Dos circunferencias no pueden tener más que dos puntos

comunes.
Dos circunferencias secantes tienen su cuerda común per-

pendicular á la línea de los centros; y si son tangentes tie-
nen su pun to de contacto en la línea de los centros.

Posiciones relatives de dos circunferencias sobre un plano,
y comparación de la distancia de sus centros con la suma
O Ia diferencia de sus radios.

7.'lliedida de los ángulos. Pág. 23.

Medida de un ángulo.
En una misma circunferencia, 6 en circunferencias iguales,

los ángulos centrales son proporcionales á los arcos co-
rrespondientes (*).

Luego la medida de un ángulo es la misma que la del arco
interceptado entre sus lados y descrito desde su vértice
con un radio cualquiera.

Unidad angular.
Division de la circunferencia en partes iguales.
Angulo inscripto: su medida es la mitad del arco que abra-

zan sus lados.
Angulo del segmento: su medida es la mitad del arco que

abrazan sus lados.
Ángulo que tiene su vértice en la circunferencia y cuyos

lados son una cuerda y la prolongación de otra: su medida
es la semi-suma de los arios .que corresponden á ambas
cuerdas.

Ángulo que tiene su vértice dentro de la circunferencia: tie-
ne por medida la semi-suma de los arcos interceptados por
sus lados prolongados.

(") Bastará demostrar este teorema en el caso de ser los arcos conmensurables, enten-
diéndoSe lo mismo en todas las demostraciones análogas.

POLÍGONOS.

8. Preliminares relativos á los polígonos. Pág. 26

Definición de la figura llamada polígono..
Lados, ángulos perímetro, vertices, diagonales, base y altu-

ra de un polígono.
'Caracteres de los polígonos convexos.
Nombres de los polígonos según el número de sus lados.
-Polígonos equiláteros, equiángulos, regulares é irregulares.

9. Triángulos y sus propiedades. Pág. 27.

,Los triángulos pueden ser equiláteros, isosceles, escalenos,
rectángulos, obtusangulos y acutángulos.

.n todo triángulo se verifican las siguientes propiedades:
Un lado cualquiera es menor que la suma de los otros dos y

mayor que su diferencia.
La suma de sus ángulos es igual á dos ángulos rectos.
A lados iguales se oponen ángulos iguales.
A mayor lado se opone mayor angulo.
Las perpendiculares levantadas en los puntos medios de lostres lados se encuentran en un mismo punto; y las bisec-

trices de sus ángulos tienen la misma propiedad.

10. Triángulos iguales. Pág. 29.

Figuras iguales.
Identidad y simetría.

ngulos homólogos y lados homólogos de dos figures iguales.
Dos triángulos son iguales cuando tienen respectivamente

iguales dos lados y el angulo comprendido, un lado y los
dos ángulos adyacentes, ó bien los tres lados.

Casos de igualdad de dos triángulos rectángulos.
Si en uno de los lados de un ángulo se tornan partes igualesv por los puntos de division se trazan paralelas entre sí, in-terceptarán en el otro lado partes también iguales.
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11. Triángulos semejantes. Fag. 30.

Figuras semejantes.
Lados homólogos y ángulos hom6logos de dos figuras se-

meja n tes.
Toda recta paralela 6 uno de los lados de un triângulo

los otros dos en partes proporcionales, y recíprocamente.
Si se traza una paralela á uno de los lados de un triángulo„

resulta otro parcial semejante al triângulo dado.
Dos triángulos son semejantes si tienen sus ángulos respec-

tivamente iguales, dos lados proporcionales é igual el án-
gulo que forman, ó bien los tres lados proporcionales.

Casos de semejanza de dos triángulos rectángulos.
Si desde el vértice del ângulo recto de un triángulo rectán-

gulo se baja una perpendicular á la hipotenusa, los trián-
gulos parciales que resultan son semejantes al total y se-
mejantes entre sí.

Consecuencias que resultan de la comparación de los lados:.
homólogos de estos triángulos.

12. Cuadriláteros. Pdg. 32.

Los cuadriláteros se dividen en trapezoides, trapecios y pa-
ralelogramos.

El paralelógramo tiene los lados opuestos iguales y los án-
gulos opuestos también iguales. Se divide por lo tanto en
rectángulo, cuadrado, rombo y romboide.

La suma de los ángulos de todo cuadrilátero es igual á cua-
tro ángulos rectos.

Un cuadrilátero sera paralelógramo, si tiene los ángulos
opuestos iguales; los lados opuestos iguales; ó dos lados
iguales y paralelos.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en partes.
iguales.

En el cuadrado y rectángulo las diagonales son iguales.
En el cuadrado y rombo las diagonales son perpendiculares.

entre si (").

13. Igualdad de los cuadriláteros. Pág.33.

Dos cuadriláteros serán iguales si tienen respectiva y orde-
nadamente iguales los cuatro lados y un ángulo homologo

(.) La recta que une los puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio es pam . -
lela d las bases igual 6 su mitad.
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tres lados y los ángulos comprendidos por ellos; ó bien dos
lados contiguos y los ángulos adyacentes á estos lados.

En los paralelOgranios bastan dos lados contiguos y el an-
gulo que forman; eh los rectángulos dos lados contiguos,
y en los cuadrados solo.un lado.

14. Semejanza de los cuadriláteros. pa. u.

Dos cuadriláteros son semejantes si los triángulos en que se.
pueden dividir lo son también y están igualmente colo-
cados.

Los paralelógramos son semejantes cuando tienen un ángu-
lo del uno igual á un ángulo del otro y proporcionales los
lados que le forman.

Los rectángulos son semejantes si tienen las bases y alturas-
proporcionales.

Los rombos son semejantes si tienen un ángulo igual.,
Los cuadrados son todos semejantes.

15. Polígonos en general: Pág.34.

* Todo polígono se puede descomponer en tantos triángulos-
como lados tiene menos dos, ó en tantos como lados tiene.

La suma de todos los ângulos de un polígono es igual á tan-
tas veces dos rectos como lados tiene menos clos. Formula.

Ángulos externos de Un polígono. Su suma es igual á cuatro-
rectos.

Radios y apotemas de los polígonos regulares.
Formar una tabla del valor de cada uno de los ángulos inte-

riores y exteriores de los diez primeros polígonos regu-
laves.

16. Igualdad de los polígonos.

Dos polígonos son iguales si constan del mismo número de-
triángulos respectivamente iguales y de la misma manera
colocados.

En los polígonos regulares, y de un mismo número de lados,
basta que tengan un lado del uno igual á un lado del otro.
para que lo sean también los polígonos.

Casos de igualdad de dos polígonos de n lados.

17. Semejanza de los polígonos. pAg.35.

Dos polígonos son semejantes cuando se pueden descompo-
ner en el mismo número de triángulos, respectivamente
semejantes y de la misma manera colocados.
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Los perímelros de los polígonos semejantes son proporcio-
nales á sus lados y rectos homólogas.

Los perímetros de los polígonos regulares semejantes, son
entre sí como sus radios y apotemas.

18. Figuras circulares. Pág. 36.

Definiciones del círculo, corona ó anillo sector, circular, seg-
mento circular y trapecio circular.

Si dos cuerdas se cortan dentro de la circunferencia, las par-
tes de la una son recíprocamente proporcionales A las par-
tes de la otra.

Si desde un punto fuera de la circunferencia se trazan dos
secantes (que terminen en /os segundos puntos de inter-
sección), dichas secantes y sus segmentos externos son
inversamente proporcionales.

Si desde un punto fuera de la circunferencia se trazan una
tangente y una secante (que terminen la primera en el
ounto de contacto, y la segunda en el segundo punto de in-
tersección), la tangente es media proporcional entre la se-
cante y su segmento externo.

Los círculos son iguales si tienen los radios iguales.
Igualdad de las coronas, sectores y demás figuras circulares.
Todos los círculos son semejantes.
Semejanza de las demás figuras circulares.

19. Polígonos inscriptos y circunscriptos en el circulo. Ng . 37.

Definición de los polígonos inscriptos en el círculo.
Polígonos circunscriptos A un círculo.
'Todo triángulo se puede inscribir en un círculo y circunscri-

bir á otro.
En todo cuadrilátero inscripto en un círculo, los ángulos

opuestos son suplementarios, y recíprocamente.
En todo cuadrilátero inscripto en un circulo, la suma de dos

lados opuestos es igual á la suma de los otros dos, y recí-
procamente.

El rombo es siempre circunscriptible.
Todo polígono regular se puede inscribir en un círculo y c1r-

cunscribir otro.
Si una circunferencia se divide en partes iguales, y por los

puntos de division se trazan cuerdas 6 tangentes, el poll-
gono inscripto 6 circunscripto formado por ellas, sera re-
gular

La circunferencia es el límite superior de los perímetros de
los polígonos regulares inscriptos, y el límite inferior de
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los perímetros de los polígonos regulares circunscriptos
ella.

Las circunferencias son proporcionales con sus radios.
Razón de la circunferencia al diámetro.
La razón de la circunferencia al diámetro es constante, sea

cualquiera la magnitud del radio. Formulas.
'Valor aproximado de pi.

120. Formulas del lado de algunos poligonos regulares. Rig. 4.

Filado del exagono regUlar es igual al radio R.
El lado del triángulo equilátero es R V-3.
El lado del cuadrado es igual á R V 2.

-El lado del decágono regular es 4 R (V 5-1)

*El lado del pentágono regular es 4 R V 10-2 ITF,
Hallar la longitud del lado de estos polígonos cuyo radio es

conocido; y también el radio en función del lado.
Reglas practicas para inscribir en un círculo los polígonos

regulares anteriores.

AREAS DE LAS FIGURAS PLANAS.

21. Areas de los polígonos. Pág. 41.

Area de una figura. Unidad superficial. Figuras equivalentes.
Los rectángulos de bases iguales son proporcionales A sus

alturas, y si tienen iguales alturas son proporcionales
sus bases.

'Dos rectángulos cualesquiera son como los productos de
sus bases por sus alturas.

El área de un rectángulo es igual al producto• de su base por
su altura.

El area de un paralelógramo es también igual A su base por
su altura.

El Area de un triángulo es la mitad del producto de su base
por su altura.

El area de un trapecio es igual A la mitad del producto de
sus bases por su altura.

El Area de un polígono irregular es igual A la suma de las
areas de los triángulos y cuadriláteros en que puede des-
com ponerse.

El area de un polígono regular es igual A la mitad 'del pro-
ducto de su perímetro por la apotema.



22. Areas de las figuras circulares. pag.43

El área de un círculo es igual á la mitad del producto de l u.
circunferencia por el radio. Formula C).

El area de un circulo, cuyo radio es la unidad; es igual A .pi.
Et area de una corona es la diferencia entre las areas de sus.

dos círculos.
El Area de un sector circular es igual a la mitad del arco que

le sirve de base por el radio.
El area de un segmento circular es la diferencia entre las.

areas del sector y del triángulo correspondientes.
El area de un trapecio circular es la diferenCia de las Areas

de los sectores respectivos. Formulas.

23. Comparación de las areas de lasfiguras semejantes. Pág.44.

Las áreas de las figuras semejantes • son entre si como los
cuadrados de sus lados ó lineas homologas.

Las Areas de los círculos son entre si como los cuadrados de,
sus radios.

24. Equivalencia de las figuras planas: Pág. 45.

Figuras equivalentes.
Todo triángulo es la Mitad de un paralelogramo de la misma,

base y altura.
Todos los triángulos, ó todos los Párarelógramos, de igual

base é igual altura, son equivalentes.
El rombo es mitad dei paralelogramo construído sobre sus

diagonales.
El cuadrado construído sobre la hipotenusa de un triángulo

rectánguloequivale á la suma de los cuadrados construí-
dos sobre los catetos.

Equivalencia del cuadrado construido sobre la suma de dos.
rectas.

Si sobre les tres lados de un triángulo rectángulo, conside-
rados como • homólo o'os, se construyen tres polígonos se-
mejantes, el construido sobre la hipotenusa equivale á la,

, suma de los otros dos.

(1 La demostrac i ón de este teorema se puede fundar en un sencillo raciocinio, si con-
venimos en considerar al círculo como un polígono de infl.nito número de lados.

PROBLEMAS (*).

25. Problemas sobre los ángulos. PAg 48.

Construir un ángulo igual ô otro dado.
'Coristruir un ángulo, du plo, trip19,cuadruplo, etc. de otro dado.
Dividir un angulo en otros dos iguales, ó trazar su biSectriz.
Hallar la bisectriz del 614.-',ulo que forMarfarrdos rectas si se

prolongasen lo suficiente para encontrarse.

26. Problemas sobre las perpendiculares. Pág. 49.

"Trazar una perpendicular á una recta dada, que pase por
pun to dado en la misma recta.

'Tram' una perpendicular a una recta dada, que pase por un
punto dado fuera de dicha recta.

Trazor una perpendicular á una recta dada en su punto me-
dio, ó dividir esta recta en dos partes iguales.

-Trazar una perpendicular á una recta dada y que pase por
uno de sus extremos.

27. Problemas sobre las paralelas. Pag. 50.

Trazar una paralela 6 una recta dada, bien sea por medio de
las perpendiculares, por la igualdad de los ángulos alter-
nos, ó por la o 	 de los correspondientes.

Por un punto dado trazar a dos paralelasUnasecante tal, que
la parte interceptada por las paralelas sea igual h una rec-
ta dada.

28. Problemas sobre las rectas proporcionales.

Divir una recta en partes iguales:
Dividir una recta en partes proporcionales A otras dadas.
Hallar una cuarta proporcional á las rectas m, n, y p.
Hallar una tercera proporcional A dos rectas dadas in y n.
Hallar una media proporcional entre las rectas dadas in y n.
Dividir una recta en media y extrema razón.

(') Preliminares acerca de los problemas geométricos; so división en grádcos y
4iuméricos.
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29. Pt .00temas relativos d la circunferencia. pág. 52.
v

Hallar el centro de una circunferencia O de un arco dado.
Trazar por un punto dado una recta tangente a una circun-

ferencia.
Trazar una circunferencia tangente á una recta en un pun t&

dado y que pase además por un punto también dado.
Trazar una circunferencia tangente á otra dada en el punto.

A y que pase además por otro punto dado.
Trazar una recta tangente á dos circunferencias dadas.

30. Construcción de triángulos. Pág. 53.

Construir un triángulo dados los tres lados.
Construir un triángulo dados los dos lados y el ángulo com-

prendido.
Construir un triángulo dado un lado y los ángulos adyacentes_
Construir un triángulo conociendo dos lados myn y el án-

guio opuesto á uno de ellos.

31. Construcción de cuadriláteros. Pág. 54.

Construir un romboide dados dos lados contiguos ó adya-
centes y el ángulo comprendido.

Construir un rectángulo conocidos dos lados adyacentes.
Construir un rombo conocido un ángulo y un lado.
Construir un cuadrado sobre un recta dada.
Construir un rombo dadas sus diagonales.
Construir un cuadrilátero, dados tres lados y los ángulos

comprendidos en ellos, ó bien tres ángulos y los dos lados
adyacentes.

Construir un cuadrilátero dados los cuatro lados y un angulo_

32. Construcción de polígonos en general. Pág. 54.

Construir sobre una recta dada un polígono regular C).
Cubrir una superficie plana con polígonos regulares.
Construcción de un polígono irregular.
Construir un polígono idéntico a otro dado.
Construir un polígono simétrico con otro dado.

.(*) Construcci.5n de polígonos estrellados.
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33. Construcción de figuras semejantes á otras . dadas. Pág..

Construir un triángulo semejante A otro.	 •
Construir un triángulo semejante á otro, sobre una recta

dada.
Construcción de un polígono semejante A otro dado.
Construir un polígono semejante á otro, sobre una recta dada..

34. Construcción de figuras equivalentes á otrasdadas. 136g, 56.

Reducir un polígono á otro que tenga un lado menos.
Reducir un círculo O triángulo.
Cuadrar un triángulo, un paralelógramo, un trapecio, un po-

lígono cualquiera regular ô irregular, un círculo y por ul-
timo un sector circular.

Construir un cuadrado equivalente á la suma 6 6 la diferen-
cia de otros dos.

Construir un círculo equivalente á la suma o á la diferenci a.
de otros dos.

Dividir un círculo en partes equivalentes.
Construir un polígono equivalente á la suma ó á la diferenciar

de otros dos, siendo todos semejantes entre sí.

35. Construcción de figuras proporcionales d dos rectas
dadas. Po p. 58.

Construir un cuadrado que tenga con otro dado la misma ra-
zónque las rectas m y n.

Construir un círculo que tenga con otro dado la razón de m: n..
Dividir un triángulo en otros proporcionales á dos 6 más rec-

tas ô números dados.

36. Problemas numéricos relativos á las líneas. pag. 59.

Hallar la razón de la circunferencia al diámetro deduciendo
antes las formulas, para, dado el lado de un polígono regu-
lar inscripto en una circunferencia hallar ollado del ins-
cripto de duplo número de lados y el del polígono circuns-
cripto semejante C).

¿Cuántos lados tiene un polígono cuyos ángulos interiores
valen juntos tanto como veinte ángulos rectos?

(*) Hallar gráficamente una recta cuya longitud sea iguttl á la de una circunferen-
eia (lada.
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Haller la hipotenusa de un triángulo reetangulo, cuyos cate-
tos tienen tres metros el uno y cuatro el otro.

Calcular la altura y los caretos de un triángulo rectángulo si
los segmentos de la hipotenusa tienen de longitud tres y
cinco metros.

i Cuanto vale la-diagonal de un cuadrado cuyo lado es de diez
metros?.

¿tluál es la longitud del radio del meridiano de Madrid, supo-
niendo la Tierra perfectamente esférica?-

¿Cuates la distancia en tre dos lugares situados en el Ecua-
dor, cuya di ferencia de longitud sea de 40 y 10'?

Ha llar el número n de grados de un arco, cuyo radio es co-
nocido, para que su longitud sea igual á una circunferencia
dada.

Dadas dos circunferencias concéntricas, calcular la cuerda
de la mayor, que sea tangente é la menor.

37. Problemas num&icos relativos d las áreas de las
figuras planas. Pág. 62.

¡Cuantos metros cuadrados de alfombra se necesitan para
cubrir una sala rectangular que tiene 20 metros de largo y
12 de ancho?

¿Cual es la extension de un terreno trapecial, suponiendo la
altura 200 metros, 150 metros la base mayor y 110 la menor?

Calcular el área de un triángulo equilátero cuyo lado es de
10 metros.

• Transformar un rombo, cuyas diagonales son 100 y 61) me-
tros en un rectangulo equivalente.

Hallar el Area de un círculo cuya circunferencia tiene 1 me-
tro de longitud.

Hallar el radio de un circulo cuya area es de 100 metros cua-
drados.

Hallar el radio de un circulo equivalente A otros tres cuyos
radios tienen de longitud 20, 28 y 29 metros.

Hallar el lado L de un cuadrado equivalente á un círculo.
Calcular el radio de un circulo equivalente a un cuadrado

dado.
Hallar l razón entre las áreas de un circulo y un cuadrado

isoperimetros.
Si el circulo y el cuadrado tienen la misma Area, ¡cual sera Ia

razón entre los perímetros?

( 0) Los alumnos sobresalientes deban resolver el mayor número de 1,)s ejercicios del

,libro de tlexto, páginas 61, 65 y 66
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GEOMETRÍA DEL ESPACIO

RECTAS Y PLANOS.

38. Rectas perpendiculares, oblicuas,péb gl 6c7.uas, y paralelas á un

Determinación de un plano.
In tersección de una recta y un plano, y de dos planos en-tre si.
Condiciones de una recta y un plano para ser perpendicula-

res, oblicuos 6 paralelos.
,Si una recta es perpendicular A otras dos, que se cruzan porsu pié en un plano, es perpendicular á este plano.
Por un pun to dado en el espacio no puede trazarse mas que

una recta perpendicular A un plano, ni tampoco podrá tra-
zarse mas que un plano perpendicular A una recta dada.

Perpendiculares y oblicuas 6. un plano, trazadas desde un
punto dado fuera de dicho plano.

Si desde el pié de una perpendicular á un plano se traza otra
perpendicular A una recta, dada en dicho plano, y se uneel punto común de estas rectas con otro cualquiera de la
perpendicular primitiva, la última recta será perpendicu-
lar A la trazada desde un principio en el plano.

Por un punto del espacio no puede pasar mas que una sola
paralela á otra recta dada.

Si una recta es perpendicular A un pla no, toda recta parale-
la á la primera será perpendicular al mismo plano.

Una recta paralela à otra trazada en un plano es paralela A
este plano.

Proyección de un punto y de una linea cualquiera sobre unpla no.
Angulo de una recta con un plano.

39. Angulos diedros. pág.70.

Definición del Angulo diedro y nombres de sus elementos.
Angulos diedros iguales.
Angulos diedros adyacentes, rectos, agudos, obtusos, com-

plementarios, suplementarios y opuestos por su arista.
Ângulos rectilíneos correspondientes á un diedro: son todos

iguales.
2	 •
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Si dos ángulos diedros son iguales, los rectilíneos corres-
pondientes también lo seran. A mayor diedro corresponder
mayor rectilíneo.

Los ángulos diedros son proporcionales á los rectilíneos co--
rrespondientes.

Medida de un ángulo diedro.

40. Planos perpendiculares, oblicuos f./ paralelos
' entre S. pág. 71.

Definición de los planos perpendiculares entre sí, oblicuos y
paralelos.

Si una recta es perpendicular A un plano, todo piano que pa-
se por ella sera también perpendicular al primero.

Si dos planos son perpendiculares entre sí, las perpendicu-
lares á uno de ellos, trazadas por diferentes pun tos de la-
interseccion común, estarán todas en el otro plano.

Luego si dos planos son perpendiculares á un tercero, la in-
tersección común también lo sera.

Dos planos perpendiculares 5 una misma recta son parale-
los, y la intersección de dos pianos paralelos con un tercer
plano son rectas paralelas.

Consecuencias de esta proposición.
Rectas y planos verticales y horizontales.

41. Angulos poliedros. Pág. 721

Definición del angulo poliedro.
Vertices, caras, aristas, ángulos planos y diedros de un án-

gulo poliedro.
Ângulos poliedros suplementarios. Angulos poliedros regu-

lares.
Angulos triedros. Descomposición de un ángulo poliedro en

tantos triedros como caras tiene, ó en tantos tiedros como
caras tiene menos dos.

En todo ángulo triedro se verifican las propiedades que siguen:
Un angulo plano es menor que la suma de los otros dos.
A todo angulo triedro corresponde otro triedro suplementario.
La suma de los tres ángulos planos es menor que cuatro

rectos.
La suma de los tres diedros es mayor que dos rectos y me-

nor que seis.
Igualdad de los ángulos triedros.

SUPERFICIES CURVAS.

42. Superficies curvas de revolución. Ng. 74.

Generación de las superficies curvas, que se consideran enIa Geometria elemental.
Superficies regladas.
Superficies de revolución: cónicas, cilíndricas y esférica s.Plano tangente de una superficie de revolución.
Generación de la superficie cónica de revolución.
Su intersección con un plano perpendicular, oblicuo y liara-

lelo al eje.
Secciones cónicas.
Desarrollo de la superficie cónica y cilíndrica de revolución.Su intersección con un plano perpendicular, oblicuo ó para-lelo al eje.
Desarrollo de la superficie cilíndrica sobre un plano.

43. Superficie esfesrica.. Pág. 76.

Generación de la superficie esférica.
Eje, polos, centro, radios y diámetros de la superficie esférica.In tersección común de la superficie esférica y un plano.
Circunferencias máximas y menores. Sus propiedades.Polos de una circunfen recia.
Planos y rectas tangentes de una superficie esférica.
Con tacto é intersección de dos superficies esféricas.
Angulo esférico: su medida.
Triángulo esférico: puede tener uno, dos 15 tres ángulos rec-tos Û obtusos.
La línea más corta que se puede trazar sobre la superficie es-férica entre dos puntos de la misma, es el arco menor decircunferencia maxima, que pasa por ellos (*).

POLIEDROS.

44. Preliminares relativos á los poliedros. Pá g. 78.

Definición de los poliedros en general.

(1 Si desde un punto de la superficie esférica se traza, con una abertura constante de .Compás, una curva sobre la misma superficie, esta curva será una circunferencia y elpunto fijo uno de sus polos.
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Caras, aristas, vértices, diagonales, base y altura de un po-
liedr o.

Nombres de los poliedros según el número de sus caras.
Poliedros regulares.
Area lateral y total de un poliedro.

45. -Pirámides. Pág. S.

Definición de la pirámide.
Pirámide triangular, culadrangular, rombal, pentagonal, etc.

según la figura de la base.
Prrámide regular: su apotema.
Toda pirámide puede descomponerse en tantos tetraedros

como lados tiene el polígono de su base, 15 en tantos como
lados tiene menos dos.

Teoremas que resultan de cortar una pirâmide por un plano
paralelo á la base.

Trozo de pirámide.
El Area lateral de una pirámide regular es igual A la mitad

del perímetro de la base por la apotema de la pirámide.
Area total.
Area lateral y total de un trozo de pirámide.
Desarrollo sobre un plano de la superficie lateral y total de

una pirámide y de un trozo de pirámide.

46. Prismas. Pág.

Difinición del prisma.
Caras laterales, bases y altura del prisma.
Prismas rectos, oblicuos, regulares é irregulares.
Prismas triangulares, trapeciales, rombales, exagonales, se-

gún la figura de sus bases.
Paralelepípedo y cubo. Sus propiedades.
Todo prisma puede descomponerse en tantos prismas trian-

gulares como lados tiene su base; o en tantos como lados
tiene menos dos.

El area lateral de un prisma es igual al producto de una de
sus aristas laterales por el perímetro de una sección que
le sea perpendicular.

El area lateral de un prisma recto es igual al producto de su
altura por el perímetro de una de sus bases.

Area total.
Desarrollo sobre un plano de la superficie lateral y total de

un prisma.
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47. Poliedros en general. Ng. 81.

Todo poliedro se puede descomponer en pirámides, y porconsiguiente en tétraedros.
No hay más que cinco poliedros regulares, y estos son el te-.

traedro, exaedro, octaedro, dodecaedro y el icosaedro.Relación del número de aristas, caras y vértices de los po-liedros regulares.
Area lateral y total de un poliedro cualquiera.
El area total de un poliedro regular es igual al producto delarea de una cara por el número de ellas.
Apotema y centro de un poliedro regular.

48. igualdad y semejanza de los poliedros. Pág. 83.

Poliedros iguales.
Dos tetraedros son iguales si lo son respectivamente: una caray los ángulos diedros adyacentes; dos caras y el ángulodiedro comprendido; las tres caras; á bien todas las aristas.Los poliedros regulares de igual número de caras son igua-les, si tienen una arista igual.
En los poliedros regulares no hay diferencia entre la iden-tidad y la simetría.
Poliedros semejantes.
Dos tetraedros son semejantes si tienen:i.ma cara semejanteiguales los ángulos diedros adyacentes; dos caras seme-jantes é igual el ángulo diedro comprendido; tres caras se-mejantes, 61 bien los ángulos diedros iguales.Las areas de los poliedros semejantes son como los cuadra-

dos de sus aristas homólogas.

CUERPOS REDONDOS.

49. Cono de revolución. Pá g. 8.

Generación del cono de revolución.
Trozo de cono.
Intersección de un cono y un plano secante.
Cono equilátero.
I'lano tangente del cono.
El area lateral de un cono es igual á la mitad del producto desu lado por la circunferencia de su base.
Area total. Formulas.
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Area lateral y total de un trozo de cono de bases paralelas.
Igualdad y semejanza: de dos conos.

50. Cilindro de revolución. pág. 55.

Generación del cilindro de revolución.
Intersección de un cilindro y un plano secante.
Cilindro equilátero.
Plano tangente del cilindro.
El area lateral del cilindro es igual al producto de su lado 6

altura par la circunferencia de su base.
Area total. Fórmulas.

. Igualdad y semejanza de dos cilindros.

51. Esfera. Pág 86.

Generación de la esfera.
Toda sección de la esfera por un plano es un círculo.
Círculos máximos y menores de la esfera.
Sector y segmento esférico.
Planos tangentes de la esfera.
El area de la esfera es igual al producto de su diámetro por

una circunferencia maxima. Formula.
El area de la esfera es cuádruple de la de uno de sus círculos

maxi mas.
Las Areas de las esferas son como los cuadrados desus radios.

Esferas iguales.
Todas las esferaS son semejantes.
Poliedros inscriptos ' y circunscriptos en la superficie esférica.
Todo tetraedro es inscriptible y circunscriptib l e en la super-

ficie esférica.
Los poliedros regulares se pueden también inscribir y cir-

cunscribir en una superficie esférica, y recíprocamente.

VOLÚMENES DE LOS POLIEDROS Y CUERPOS REDONDOS.

52. Volumen de los poliedros. Pág. 88.

Volumen de un cuerpo. Unidad de volumen. Poliedros equi-
valentes.

Dos paralelepípedos rectos y rectángulos de bases iguales
son proporcionales á sus alturas.

Si los paralelepípedos tienen alturas iguales serán como sus

bases.
Si dos paralelepípedos no tienen ni bases ni alturas iguales
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serán en tre sí como los productos de sus tres dimensiones.El volumen de un paralelepípedo es igual al producto de subase por su altura.
El volumen de un prisma es igual al producto de su base porsu altura.
El volumen de una pirámide es igual al tercio del productode su base por su altura.
Volumen de un poliedro cualquiera.
El volumen de un poliedro regular es igual al tercio del pro-ducto de su area por su apotema.
Los volúmenes de los poliedros semejantes son como los cu-bos de sus aristas y rectas homologas.

53. Volumen de los cuerpos redondos. pag,.so.

El volumen de un cono es igual al tercio del producto de subase por su altura. Fórmtila C).
El volumen de un cilindro es igual al producto de su base porsu altura. Formula.
„El volumen de la esfera es igual al tercio del producto de suárea por su radio, ó también á dos terceras partes del diá-metro por el area de un circulo máximo. Formulas.-

54. Equivalencia de los poliedros y cuerpos redondos. Pág. of

'Dos pirámides, dos conos, O una pirámide y un cono de unamisma altura y bases equivalentes, son equivalentes..Dos prismas, dos cilindros ó un prisma y un cilindro de unamisma altura y bases equivalentes, son equivalentes.'Toda pirámide es la tercera parte de un prisma de igual basey altura.
Considerando un cono y un cilindro equiláteros'eircunscrip-tos á una esfera, el cilindro sera equivalente á dos terceraspartes del cono, y la esfera lo sera a. dos tercios del cilindro6 á cuatro novenos del cono.

PROBLEMAS DE GEOMETRÍA DEL ESPACIO.

55. Areas de los poliedros y cuerpos redondos. Pag. 02.

,Calcular los metros de papel pintado que se necesitan pairacubrir las paredes de un salon.

(*) El voluman de un trozo de cono de bases p tratelas es igual al tercio del productoole su altura por la suma de sus bases y una media proporcional entre ellas.
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¡Cuál es, el area de un icosaedro regular, cuya arista es de let,
metros?

¡Cuál es el area de un cono cuya altura sea de 10 metros y la
circunferencia de su base de 314 decímetros.

Hallar el lado de un cono equilátero cuya area lateral es 1
metro cuadrado.

¡Cuál es el radio de una esfera que tiene de superficie 1 metro
cuadrado.

Hallar el area de la superficie de la Tierra en kilórnetros.
cuadrados.

56. Volúmenes de los poliedros y cuerpos redondos. Pág. 93.

Hallar el volumen de la más alla de las pirámides de Egipta,
que mide 145 metros de altura.

Calcular el número de pies cúbicos de agua que puede con-
tener el estanque del Retiro de Madrid.

Hallar el volumen de un desmonte de 500 metros de longi-
tud, siendo el ancho del camino 5 metros, la altura del des-
monte 2 metros y medio, y su ancho por la parte superior
8 metros.

Hallar el lado de un cubo de doble volumen que otro dado.
Hallar el volumen de un CODO de sal, cuya altura es de 15.

metros y el radio de la base de 12.
Calcular la capacidad de un pozo cilíndrico, cuyo diametro,

es de 2 metros y su profundidad de un hectómetro.
Hallar las dimensiones de un cilindro equilátero de un litro,

de capacidad.
Hallar el volumen de una esfera cuya area sea igual (r dos

hectáreas.
¡Cuántos kilogramos pesarán dos esferas, una de oro y otra

de plata, suponiendo que el radio de la primera es 1 decí-
metro y el de la segunda 2 decímetros?

¿Cual es el diámetro de una bala de 40 kilogramos?

7.-
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TRIGONOMETRIA
RECTILINEA.

57. Nociones preliminares. Pág. 101.

Definición de la TRIGONOMETRÍA.
Su división en rectilínea y esférica.
Objeto de la resolución numérica de los triángulos.
Líneas trigonométricas.
División de la Trigonometría en dos partes; una que enseñala teoría de las líneas trigonométricas; y otra que trata dela resolución de los triángulos por medio del calculo.

LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS.

58. Definición de las líneas trigonométricas. Pág. 102.

Definiciones del seno y de la tangente trigonométrica de umarco ú angulo cualquiera.
El seno de un arco es también la mitad de la cuerda del arco.duplo.
Consecuencias que resultan de estas definiciones, relativa-

mente á la variación del seno y de la tangente de un arco,que, empezando por cero grados, llega 6 180°.
Definiciones del coseno y cotangente dé un arco.Arcos y lineas trigonométricas positivas y negativas.
Las líneas trigonométricas del primer cuadrante, se supo-nen siempre positivas: las opuestas á ellas son negativas.Las lineas trigonométricas de dos arcos de igual magnitud,uno positivo y otro negativo, son respectivamente iguales,

pero llevan signo con trario el seno, la tangente y la cotan-
gente.
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Las líneas trigonométricas de dos arcos suplementarios son
respectivamente iguales, pero llevan signo contrario el co-
seno, la tangente y la cotangente.

Tabla de los valores de las lineas trigonométricas, corres-
pondientes á los arcos cero, uno, dos, tres y cuatro cua-
drantes positivos.

Maximo y mínimo valor absoluto del seno, coseno, tangente
y cotangente de un arco.

Una linea trigonométrica dada corresponde A una infinidad
de arcos, uno menor y los demás mayores que un cuadran-
te de circunferencia.

Z9. Fórmulas de las lineas trigonométricas de un arco. Pág. 106.

Las relaciones que existen entre las líneas trigonométricas
de un arco, son las siguientes:

El cuadrado ó segunda potencia del radio es igual á la suma
de los cuadrados del seno y coseno.

La tangente es igual al radio por el seno, dividido por el co-
seno de dicho arco.

La cotangente igual al radio por el coseno, dividido por el
seno del mismo arco.

Formulas que resultan de estos teoremas.
Otras formulas que se deducen de las anteriores.
Conocido el radio y el seno de un arco hallar las demás li-

neas trigonométricas del mismo arco (*).
Valores de las líneas trigonométricas de algunos arcos.

'Transformación de las formulas anteriores, suponiendo el
radio igual á la unidad.

Dada Una formula en el supuesto de ser el radio igual A la
unidad, transformarla en la correspondiente á otro radio
mayor ó menor que la unidad.

60. Fórmulas trigonométricas de la sama g de la diferencia
de dos arcos. Pág. 109.

Deducir las formulas del seno y conseno de la suma y de la
diferencia de dos arcos a y b, en función de los senos y co-
senos de estos arcos.

Transformar en productos la suma y la diferencia de los se-
nos y cosenos de dos arcos.

:Su aplicación á la suma sen a-Fcos b.

(") Conocido el radio y la tangente de un arco, hallar las demás lineas trigonomo--
fricas.
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Deducir de las formulas anteriores el siguiente teorema.
(sen ad-sen b) (sen a—sen b): :tangi. (a+b : tang .(a—b)

Deducir las formulas de la tangente y cotangente de la suma
y de la diferencia de dos arcos, en función de las tangen-
tes de dichos arcos.

TransforMar en producto la suma ó la diferencia de las tan-
genies, ô cotangentes de dos arcos.

61. Fórmulas trigonométricas relativas d los múltiplos de
un arco. Pág. 112.

Deducir las formulas del seno y coseno del duplo, triplo,
cuádruplo, etc., de un arco, en función del seno y coseno
de este arco C)

l'_)educir las formulas de la tangente y cotangente de los
. múltiplos de un arco, en función de la tangente y cotan-
gente de dicho arco.

62. Fórmulas trigonométricas relativas á la mitad de
un arco. Pág. 115.

Deducir las formulas del seno y coseno de la mitad de un
arco en función del seno y coseno de dicho arco:

Deducir las formulas de la tangente y cotangente de la mi-
tad de un arco, en función del seno y coseno de este
arco ("*).

TABLAS TRIGONOMÉTRICAS.

63. Construcción de las Tablas trigonométricas,

Tablas trigonométricas.
Formulas que bastan para su construcción.
.,¡Cuál de las líneas trigonométricas conviene calcular direc-

tamente, y hasta que número de grados del arco?
Demostrar que todo arco menor que un cuadrante es mayor

(*) Si se conocen los valores del seno y coseno de los arcos (n-1)Xa y itXa
-en función de sen a y cos a, se hallarán los del seno y coseno de (n+1)Xa, por las for--mulas llamadas de Simpson.

(*.) Aplicación de las fórmulas anteriores á la division de la circunferencia en partesiguales.
Transf irmar, por medio de la introducción de los eingulos auxiliares una sumad dife-a-encia indicada on otra expresión bien dispuesta para el cálculo logarítmico.

Pág. 116.
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que su seno y menor que su tangente: y tambièn, que
seno de un arco menor que un cuadrante es mayor que la
diferencia entre el arco y la cuarta parte del cubo del mis-
mo arco. Fórmulas.

hallar el seno del arcoigual
 

a 1 minutc.
Deducir de este resultado la construcción de las tablas trigo-

nométricas naturales de minuto en minuto.
Transformación de las tablas trigonométricas naturales en

ordinarias y logarítmicas.
¡Porqué se supone dividido en 10000000000 de partes iguales:

el radio de las tablas trigonométricas logarítmicas?

64. Disposición .y uso de las Tablas trigonométricas
ordinarias. Pág. 119.

Disposición de Ins tablas trigonométricas logarítmicas.
Hallar los logaritmos de las líneas trigonométricas de un ar-

co cualquiera de estas tablas.
Dado un logaritmo de las mismas tablas, hallar el valor del

arco correspondiente.
hallar los logaritmos de las lineas trigonométricas de un ar-

co, que no se encuentre en las tablas.
Dado el logaritmo de una línea trigonométrica, que no se ha-

Ile en las tablas, calcular el arco correspondiente.

RESOLUCIÓN NUMÉRICA DE LOS TRIÁNGULOS.

65. Teoremas para la resolución de los triángulos
rectángulos. Pág. 123.

Los teoremas fundamentales para la resolución numérica de
los triángulos	

b
ulos rectan o-ulos, son los siguientes:

1.0 El radio de las tablas es á la hipotenusa del triángulo,
como el seno de un ángulo agudo es al cateto opuesto,
bien, como el coseno de un angulo agudo es al cateto ad-
yacente.
2. El radio de las tablas es á la tangente de uno de los
ángulos agudos, como el cateto adyacente es el cateto opues-
to á dicho ángulo.
3.` El cuadrado ó segunda potencia de la hipotenusa es:
igual á la suma de los cuadrados de los catetos.

Demostración de cada uno de estos teoremas.
Consecuencias que se deducen de los mismos, suponiendo el

radio igual á la unidad.
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66. Resolver un triángulo rectángulo dada la hipotenusa
y un cateto. Pág. 124.

Siendo los datos a y b, deducir las fórmulas para hallar el
otro cateto c y los ángulos agudos B y C.

:Su aplicación á un caso particular por ejemplo.
a-125,2 metros y b=81 metros.

67. Resolver un triângulo rectángulo dada la hipoteuusa
y un ángulo agudo. Pág. 124.

Siendo los datos a y B, deducir las fórmulas para hallar el
otro angulo C. y los catetos I) y c.

Su aplicación al ejemplo particular que sigue.
a=500 metros y B-50°...30'

68. Resolver un triángulo rectángulo con odidos los dos
catetos. Pág:124.

Fórmulas para hallar las incógnitas de este problema, queson los dos ángulos agudos y la hipotenusa.
Aplicación de estas fórmulas en el supuesto:

1)=1850 metros y c= 1 110 metros.

69. Resolver uh triángulo rectángulo dado un cateto y uno
de los ángulos agudos.

Siendo los datos b y B, deducir las fórmulas para calcular el
otro ángulo C, la hipotenusa a y el cateto c.

Aplicación de estas fórmulas á un caso particular:
1)=1850 metros  y B=50°...80'.

70. Teoremas para la resolución de los triángulos
• o blicuángulos. pág. 7126.

Los teoremas fundamentales para la resolución de los trián-
gulos oblicuangulos, son los siguientes:
1. 0 Los senos .de sus ángulos son entre sí como sus lados
opuestos.
2. La suma de dos lados de un triángulo, es 6 su diferen-
cio como la tangente de la semi-suma de los ángulos
opuestos h dichos lados, es á la tangente de la semi-dife-
rencia.
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3.0 El cuadrado de un lado es igual á la suma de los cua-
drados de los otros dos, menos el duplo del producto de-
ellos por el coseno del ángulo comprendido.

Demostración de cada uno de estos teoremas.

71. Resolver un triángulo dado un lado y dos
ángulos. pá g. 127.

Siendo los datos a, B y C, hallar las formulas para calcular-
los valores del otro angulo A, y los de los lados b y c.

Aplicación: a-1000 metros, B=60' y C-80°

72. Resolver un triángulo dados dos lados y el ángulo
comprendido. Pap. 128.

Si los datos son a, b y C, las incógnitas serán A, B y c.
Formula para hallar la tangente de .1 (A—B); y por consi-

guiente los valores de cada una de las incógnitas de este
problema.

Suponiendo a=150 metros, b=180 y C-117°, calcular los va-
lores de los ángulos A y B, y el del tercer lado c.

73. Resolver un triángulo dados . dos lados y uno de los án-
gulos opuestos. Pág. 129.

Suponiendo los datos a, b y A, deducir las fórmulas que de-
terminan los valores de las incognitos C, B y c.

Discusión de este problema.
Su resolución en los casos siguientes:

a-85,5 metros, 1)=38,4, A-128°,5'
a=60,2 »	 b=85,9 A-40° 50'

74. Resolver un triángulo conocidos sus tres lados. pág. 130.

Las incógnitas en este caso son los ángulos A, B y C.
Fórmulas de cos A, cos B, y cos C, en función de los tres

lados.
Transformación de las formulas anteriores en otras logarít-

micas para hallar el seno, coseno y tangentes de la mitad
de los ángulos A, B y C; y por consiguiente, el valor de es-
tos mismos ángulos.

Siendo 	 	 1)=250 y c-300 metros, resolver el triángulo.
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